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Прапануемы дапаможнік уяўляе сабой задачнік па адным з 
важнейшых раздзелаў матэматычнага аналізу –– тэорыі шэрагаў і 
прызначаецца студэнтам фізіка-матэматычных спецыяльнасцей 
педагагічных ВНУ. Яго змест цалкам адпавядае вучэбным прагра-
мам па матэматычным аналізе для спецыяльнасцей 1-02 05 04-01 
«Фізіка. Матэматыка», 1-02 05 04-02 «Фізіка. Інфарматыка», 
1-02 05 04-04 «Фізіка. Тэхнічная творчасць». 
У ім падабраны задачы і прыклады, якія дазволяць дастаткова 
поўна праілюстраваць разнастайныя палажэнні тэорыі шэрагаў і 
метады рашэння задач з іх выкарыстаннем. 
Дапаможнік разбіты на праграфы. Нумарацыя формул 
захоўваецца ў межах кожнага з іх. У пачатку параграфа прыводзіцца 
тэарэтычны матэрыял (азначэнні, тэарэмы, формулы), неабходны 
для рашэння наступных задач; затым падрабязна разбіраюцца 
тыпавыя прыклады і задачы; пасля гэтага даюцца практыкаванні для 
самастойнага рашэння. Амаль усе задачы і практыкаванні 
забяспечаны адказамі. 
Усім чытачам кнігі аўтары раяць: перш чым прыступіць да 
самастойнага рашэння пракладаў і задач, уважліва прачытайце ўвод-
ны тэкст адпаведнага параграфа, запомніце прыведзеныя азначэнні, 
тэарэмы і формулы, разбярыце разгледжаныя ў тэксце прыклады. 
Сістэматычная праца з выкарыстаннем дапаможніка «Шэрагі» 
забяспечыць студэнту неабходны мінімум ведаў па адпаведным 
раздзеле курса матэматычнага аналізу, будзе стымуляваць яго да 









§ 1. Лікавы шэраг і яго сума. 
Уласцівасці збежных шэрагаў 
Няхай дадзена лікавая паслядоўнасць 
а1, а2, а3, … аn, …  . 
З элементаў гэтай паслядоўнасці фармальна складзѐм наступны 
выраз: 
а1+а2+а3+ … +аn+…  .      (1) 
Дадзены выраз называецца лікавым шэрагам або проста шэрагам. 
Лікі а1, а2 … аn, … называюцца складнікамі шэрагу; n-ы складнік 
называецца таксама агульным складнікам шэрагу. 




a .       (1') 
Вызначым паняцце сумы шэрагу. Спачатку разгледзім наступныя 




S=а1+а2+а3+ … +аn, 
…………. 
Гэтыя сумы называюцца частковымі сумамі шэрагу (1). Яны 
ўтвараюць паслядоўнасць (Sn) частковых сум лікавага шэрагу (1). 
Азначэнне 1. Калі паслядоўнасць частковых сум шэрагу 
збягаецца, то шэраг называецца збежным, а лік 
lim n
n
S S  
называецца сумай дадзенага шэрагу. Пры гэтым запісваюць так: 




S a . 
Такім чынам, сімвалам (1') абазначаецца як сам шэраг, так і  
(у выпадку збежнасці) яго сума. 











Адзначым, што разбежнасць шэрагу можа быць двух тыпаў: 
1) калі паслядоўнасць частковых сум (Sn) мае бясконцы ліміт; 
2) калі паслядоўнасць (Sn) не мае ні канечнага, ні бясконцага 
лімітаў. 
Азначэнне 2. Шэраг 
1 2
1
... ...n n n m n m
m
a a a a ,   (2) 
атрыманы з шэрагу (1) адкідваннем першых яго n складнікаў, 
называецца астачай шэрагу (1) пасля n-га складніка. 
Калі суму астачы збежнага шэрагу абазначыць праз Rn, то  
Sn+Rn=S. 
маюць месца наступныя тэарэмы. 
Тэарэма 1. Калі шэраг а1+а2+а3+ … +аn+ … збягаецца і мае 
суму S, то шэраг са1+са2+са3+ … +саn+ … таксама збягаецца і 
мае суму сS (с –– рэчаісны лік). 
 
Тэарэма 2. Множанне складнікаў разбежнага шэрагу на лік 
0c  не парушае яго разбежнасці. 
 
Тэарэма 3 (неабходная прымета збежнасці шэрагу). Калі 




Адсюль вынікае, што калі агульны складнік шэрагу не імкнецца 
да нуля, то шэраг разбягаецца. 
Калі ж lim 0n
n
a , то пра збежнасць шэрагу яшчэ нічога нельга 
сказаць. Ёсць сэнс гэты шэраг даследаваць далей. 
Прыкладам разбежнага шэрагу, які задавальняе неабходнай 
прымеце збежнасці, служыць так званы гарманічны шэраг 
1
1 1 1 1
1 ... ... .
2 3 nn n
 
Тэарэма 4 (крытэрый Кашы). Шэраг (1) збягаецца тады і 










нумар N N , што для любых натуральных лікаў p i n, 










a  збягаецца 0 N N: 






Заўважым, што крытэрый Кашы можна выкарыстоўваць і для 
доказу разбежнасці некаторых лікавых шэрагаў. 
Калі знойдуцца прынамсі адно значэнне 0  і адзін натуральны 





a , то шэраг (1) будзе разбежным. 











Напісаць чатыры першыя складнікі шэрагаў. Паводле 
азначэння, 2 1 !! 1 3 5... 2 1n n ; 2 !! 2 4 6... 2n n ; 0!!=1.  
Рашэнне. а) Калі n=1, то а1=–1; калі n=2, то 2
2
2
a ; калі n=3, то 
3 sin
8
a ; калі 4n , то 4 sin
16
a . 
Шэраг можна запісаць у выглядзе 
2
1 sin sin ...
2 8 16
 . 
б) Маем 1 2 3 42 3 4
3 15 105
1, , ,
2 2 3 3 4 4
a a a a . 


































































Прыклад 3. Напісаць магчымую (прасцейшую) формулу агуль-





2 5 10 17 26
...
3 8 13 18 23
. 
Рашэнне. а) Гэты шэраг з’яўляецца знакачаргавальным. Таму 
кожны яго складнік змяшчае множнік (–1)n–1. Заўважым, што назоўнік 
кожнага з дадзеных складнікаў шэрагу роўны квадрату нумару гэтага 









б) Заўважым, што лічнік кожнага з дадзеных складнікаў шэрагу 
роўны квадрату нумару гэтага складніка плюс адзінка, г. зн. 2 1n . 
Назоўнікі ж утвараюць арыфметычную прагрэсію 3, 8, 13, 18, … з 
першым элементам х1=3 і рознасцю d=5. Значыць,  
2 21 1






Прыклад 4. Знайсці суму бясконцай геаметрычнай прагрэсіі 
2 1... ..., 0na aq aq aq a . 
(Тэрмінам «бясконцая геаметрычная прагрэсія» мы будзем 
называць як паслядоўнасць 2 1, , ,..., ...,na aq aq aq  так і шэраг, 
складзены з яе элементаў.) 
Рашэнне. Заўважым, што пры 11 lim 0n
n
q aq . Значыць, 
неабходная прымета збежнасці не выконваецца. Геаметрычная 
































Такім чынам, геаметрычная прогрэсія з’яўляецца ў гэтым выпадку 




Высновы. У выпадку 1q
 
геаметрычная прагрэсія з’яўляецца 
разбежным шэрагам. У выпадку 1q
 
геаметрычная прагрэсія 




Прыклад 5. Даследаваць на збежнасць наступныя лікавыя шэрагі:  










Рашэнне. а) Агульны складнік шэрагу 0,001.nna  
Паколькі  
1
lim lim 0,001 lim 0,001 1,n nn
n n n
a  
то неабходная прымета збежнасці шэрагу не выконваецца, і значыць, 





arctg , lim lim arctg lim 1 0,
1n nn n n


















 разбягаецца.  








1 1 1 1 1
1 ... ... ,





1 1 1 1 1 1 1 1
... ... ,
1 2 2 2 2 2 2 2
n nS S n
n n n n n n n
 





n nS S  
Дапусцім, што гарманічны шэраг збягаецца, тады паслядоўнасць 
(Sn) яго частковых сум мае канечны ліміт А: 
lim ,n
n
S A  
а тады мае гэты ж ліміт і яе падпаслядоўнасць (S2n): 
2lim .n
n
S A  





A A  
што недарэчна. 
Такім чынам, гарманічны шэраг разбягаецца. 




a  можна 
запісаць у выглядзе 1n n na b b  і існуе канечны ліміт lim n
n
b b , 
то шэраг збягаецца, а яго сума S роўная b–b1. 
 
Рашэнне. Маем 
1 2 1 3 2 1
1 1
1 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( )
( ) .
n n
n k k k n n
k k
n n n
S a b b b b b b b b














b b , то атрымаем 1 1 1lim limn n
n n
S b b b b . 








Рашэнне. 1 спосаб. Скарыстаем роўнасць 
2 222













, тады 1n n na b b , прычым lim 0.n
n
b b  
Калі скарыстаць вынікі прыкладу 7, атрымаем: 
1lim 0 1 1.n
n
S S b b  








 то атрымаем наступны выраз 
для n-ай частковай сумы: 
2 2 22 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 .
4 4 9 9 16 1 1 1
nS
n nn n n
 
Усе складнікі, акрамя першага і апошняга, узаемна знішчыліся.  
Зараз лѐгка знаходзім суму дадзенага шэрагу 
2
1







Прыклад 9. Знайсці суму шэрагу 
1
2 2 1 .
n
n n n  
Рашэнне. Непасрэдна знаходзім: 
3 2 2 1 4 2 3 2 5 2 4 3
6 2 5 4 ... 1 2 1 2 2 1
1
1 2 2 1 1 2 .
2 1
nS













Лѐгка заўважыць, што паслядоўнасць (Sn) збягаецца, г. зн. 
збягаецца, згодна з азначэннем, дадзены лікавы шэраг. Сума яго 
1





















a n n n n
n n
 
то ln1 ln 2 ln3 ln1 ln 2 ln3 ln5 ln3
ln3 ln 4 ln7 ln5 ln 4 ln5 ln9 ln7
ln5 ln6 ln11 ln9 ...................................


































Рашэнне. Агульны складнік шэрагу можна запісаць у выглядзе 
2
1 1 1
arctg arctg arctg .
1 1
na




arctg1 arctg arctg arctg
2 2 3
nS   
1 1 1 1 1 1
arctg arctg ... arctg arctg arctg1 arctg arctg .











Перайшоўшы да ліміту, атрымаем 
1















Рашэнне. Знойдзем такі натуральны лік N, што для ўсіх n N і 
адвольнага натуральнага ліку р будзе выконвацца няроўнасць 




sin 1 sin 2 sin
...
7 7 7
1 1 1 1 1 1 1
... ...
7 7 7 7 7 7 7
1 1
1
1 1 1 17 7
1 .
17 6 7 7 7
1
7
n p n n n n p
n n n p n p
p
n n p n
n x n x n p x
S S  




, вынікае існаванне нумара N, які 
залежыць ад , што для ўсіх n N і для любога натуральнага р будзе 
выконвацца няроўнасць (3). 
Такім чынам, згодна з крытэрыям Кашы атрымаем, што дадзены 
шэраг збягаецца. 





1n n n  
Рашэнне. Маем 1 2 ...n n n pa a a  
1 1 1
... .
1 2 2 3 1n n n n n p n p










Высветлім, ці існуюць лік 0 і натуральны лік р такія, каб сума 







1 2 2 3 1
1 1 1 1 1 1
... ...
2 3 1 2 3 2 2
1 1 1 1 1 1
... .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
n n n n n p n p
n n n p n n n
n
n n n n
 
Таму, згодна з крытэрыям Кашы, шэраг разбягаецца. 
! Практыкаванні 







































, калі 2 1
2 1 2 1
1








Напісаць чатыры першыя складнікі шэрагаў. 
 
2. Дадзены формулы агульных складнікаў шэрагаў: 
а) 
1



























3. Напісаць адну з магчымых формул для n-га складніка шэрагу па 
дадзеных яго першых складніках: 
а) 
1 1 1 1
1 ...;
4 9 16 25
 б) 
1 1 1 1
...;
2ln 2 3ln3 4ln4 5ln5
 
в) 
1 1 1 1 1 1
...;
2 6 12 20 30 42
 г) 
1 2 3 4
...;
3 7 15 31
 
д) 
sin / 2 sin / 4 sin / 6 sin / 8
...;
2 4 6 8
 
е) 
2 3 42 2 2
2 ... .
1 2 1 2 3 1 2 3 4
 
4. Напісаць магчымую (прасцейшую) формулу агульнага складніка 
для наступных шэрагаў: 
а) 
1 1 1 1
...;
3 6 9 12






1 3 1 3 5 1 3 5 7
1 ...;
1 4 1 4 7 1 4 7 10
 
г) 
2 4 2 4 6 2 4 6 8
1 ...;
1 3 1 3 5 1 3 5 7
 
д) 
1 1 1 1
1 2 3 4 ...;
2 3 4 5
   
е) 
1 4 3 6
2 ...;
7 17 31 49
   ж) 
1 1 1 1 1
... .
3 5 9 15 23
 
5. Няхай 
11 4 7 ... 3 2
1 .


























































2 1 2 1n n n



































4 3 4 1n n n










1 2n n n n










25 5 6n n n











4 4 3n n n























































































 задавальняе неабходной прымеце 
збежнасці, але тым не менш разбягаецца. 









n q . 
 































































b  збягаюцца, а іх суммы 




, дзе n n na b , 
















a  называецца дадатным, калі ўсе яго 
складнікі неадмоўныя. Калі ж усе яго складнікі дадатныя, то дадзены 
шэраг называецца строга дадатным. 
 
Прымета параўнання (у нелімітавай форме). Няхай 








b .        (2) 
Калі для ўсіх n выконваецца няроўнасць 
n na b ,       (3) 
то збежнасць шэрагу (2) цягне за собой збежнасць шэрагу (1), а 
разбежнасць шэрагу (1) цягне за сабой разбежнасць шэрагу (2). 
 
Для параўнання даследуемых шэрагаў выкарыстоўваюць 





aq a  (геаметрычная прагрэсія, збягаецца пры 1q  і 










 (шэраг Дырыхле (абагульнены гарманічны шэраг), 
збягаецца пры 1 і разбягаецца пры 1).  
У фармулѐўцы прыметы параўнання можна патрабаваць, каб 
няроўнасць (3) выконвалася не для ўсіх n, а пачынаючы з пэўнага 










Прымета параўнання (у лімітавай форме). Няхай шэраг 
(1) – дадатны, а шэраг (2) – строга дадатны. Калі існуе 








то шэрагі (1) і (2) ці збягаюцца адначасова, ці разбягаюцца 
адначасова. 
 
У прыватнасці, калі агульныя складнікі параўноўваемых шэрагаў 
эквівалентныя пры ~n nn a b , то шэрагі (1) і (2) паводзяць сябе 
аднолькава ў сэнсе збежнасці. 
Прымета Даламбера (у нелімітавай форме). Няхай 
дадзены строга дадатны шэраг (1). 







то шэраг (1) збягаецца. 




, то шэраг (1) 
разбягаецца. 
 
На практыцы зручней выкарыстоўваць прымету Даламбера ў 
лімітавай форме. 
 
Прымета Даламбера (у лімітавай форме). Няхай дадзены 
строга дадатны шэраг (1). 








то пры l<1 шэраг (1) збягаецца, пры l>1 шэраг (1) разбягаецца, 
пры l=1 пытанне аб збежнасці шэрагу застаецца адкрытым 










Прымета Кашы (у нелімітавай форме). Няхай дадзены 
дадатны шэраг (1). 
Калі для ўсіх дастаткова вялікіх n мае месца няроўнасць 
1n na q , 
то шэраг (1) збягаецца. 
Калі ж, пачынаючы з некаторага нумара  
1n na , 
то шэраг (1) разбягаецца. 
 
На практыцы зручней карыстацца прыметай Кашы ў лімітавай 
форме.  
Калі існуе ліміт 
lim n n
n
a l , 
то пры l<1 шэраг (1) збягаецца, пры l>1 шэраг (1) разбягаецца, 
пры l=1 пытанне аб збежнасці шэрагу застаецца адкрытым. 
 
Інтэгральная прымета Кашы. Няхай функцыя f(x) з’яў-
ляецца непарыўнай, дадатнай і ненарастальнай на прамежку 
1, . Тады шэраг 
1n
f n               (4) 
збягаецца, калі збягаецца няўласны інтэграл 
1
f x dx . Калі ж 
гэты няўласны інтэграл разбягаецца, то і шэраг (4) раз-
бягаецца. 
 
Адзначым, што замест шэрагу (4) можна разглядаць шэраг 
n m
f n . 
Тады замест няўласнага інтэграла 
1










разглядаць няўласны інтэграл 
m
f x dx . Функцыя f(x) павінна быць 
дадатнай, непарыўнай і ненарастальнай на прамежку ,m . 
 
Дастатковая прымета разбежнасці шэрагу. Няхай 
складнікі шэрагу (1) неабмоўныя. Калі існуе ліміт lim 0n
n
na , 
то шэраг (1) разбягаецца. 
 
Заўважым, што пры вылічэнні лімітаў, якія змяшчаюць n!, а 























.     (5) 
Рашэнне. Калі параўноўваць агульны складнік дадзенага шэрагу з 









n n n n
 для ўсіх n. 
Такім чынам, згодна з прыметай параўнання ў нелімітавай форме 
даследуемы шэраг (5) збягаецца. 






















які ўяўляе сабой геаметрычную прагрэсію з назоўнікам 
1
3





3 2 3 2 3n n n
n
n , то на падставе прыметы 








 таксама збягаецца. 






  (6). 
Рашэнне. Будзем выкарыстоўваць прымету параўнання ў лімі-




















Паколькі ліміт канечны і адрозны ад нуля, то даследуемы 
шэраг (6) разбягаецца. 









.     (7) 





























Такім чынам, дадзены шэраг (7) разбягаецца. 













5 4 2 4 2 4
ln ln 1 ~ ~
2 2 2
n n n n
n n n n n n n
 
пры n , таму дадзены шэраг (8) паводзіць сябе (у сэнсе 




. Апошні шэраг разбягаецца як 
гарманічны шэраг. Значыць, разбягаецца і зыходны шэраг (8). 




















1 1 1 1
lim lim lim lim lim lim
1



















Тут скарыстана правіла Лапіталя. 
Гарманічны шэраг разбягаецца, значыць, згодна з прыметай 
параўнання ў лімітавай форме, разбягаецца і зыходны шэраг. 




.     (9) 
Рашэнне. Збежнасць шэрагу (9) вынікае з няроўнасці 
1 1











Праўдзівасць гэтай няроўнасці вынікае з раўназначнасці 
няроўнасцей  
2




n nn n n n
n
. 
























       (10) 











a a , 



























 таму зыходны 
шэраг (10) збягаецца. 








      (11) 
Рашэнне. Лѐгка пераканацца, што лімітавая форма прыметы 
Даламбера адказу на пытанне аб збежнасці шэрагу (11) не дае. 






1 1 1 1
1
n n n
n n n nn n n
e n e n e























. Згодна з 
прыметай Даламбера, зыходны шэраг (11) разбягаецца. 
Прыклад 10. Даследаваць на збежнасць шэраг 
1








1 3 5... 2 1 2 1 3 1 ! 2 1 2
lim lim lim 1,





n n na n
a n n n
 
значыць, дадзены лікавы шэраг (12) збягаецца. 












Рашэнне. Скарыстаем прымету Кашы ў лімітавай форме. Дадзены 




2 1 2 1





















.         (13) 


























































e e e e e
 
Дадзены шэраг з’яўляецца збежным. 
Прыклад 14. Даследаваць на збежнасць пры дапамозе 




 (  –– рэчаісны лік). 
















 Пры 0 гэта функцыя 





збягаецца пры 1 і разбягаецца пры 0 1.  









   
 







Калі =1, то  1
1 1




















 збягаецца пры 1 і разбягаецца пры  
0 <   1(згодна з інтэгральнай прыметай Кашы). 




 збягаецца пры 1 і разбягаецца пры 
1. 
Прыклад 15. Даследаваць на збежнасць шэраг 
1
1
1 ln( 1)ln ln( 1)n n n n
.     (14) 
Рашэнне. Функцыя 
1
1 ln( 1)ln ln( 1)
f x
x x x
 пры 1x  
дадатная, непарыўная і манатонна спадае, таму для даследавання 
шэрагу (14) на збежнасць можна выкарыстоўваць інтэгральную 





1 ln( 1)ln ln( 1) 1 ln( 1)ln ln( 1)
ln ln( 1)













Такім чынам, адпаведны няўласны інтэграл разбягаецца, значыць, 
дадзены шэраг (14) таксама разбягаецца. 















 пры 1x  дадатная, непарыў-
ная і, зыходзячы са знаку вытворнай, манатонна спадае. Таму пры 
даследаванні шэрагу (15) на збежнасць можна карыстацца 
інтэгральнай прыметай. Знаходзім: 
2 2
1 1
ln 1 1ln( 1) ln( 1) ln 2 1 ln 2 1
lim lim ,





























ln 1 ln 1 1 ln 1 11 ln 2 1
.












x x x b
 
Такім чынам, адпаведны няўласны інтэграл збягаецца, значыць, 
дадзены шэраг таксама збягаецца. 




2 ln 3 1n
n
n n
.     (16) 




3 1 ln 3 1n n n
 Функцыя 
1
3 1 ln 3 1
f x
x x
 пры 2x  




3 1 ln 3 1n n n
 на збежнасць можна скарыстаць 






3 1 ln 3 1 3 1 ln 3 1
ln 3 11 1
lim lim ln ln 3 1 ,












то няўласны інтэграл 
2
3 1 ln 3 1
dx
x x










падставе інтэгральнай прыметы) робім высновы, што шэраг 
2
1
3 1 ln 3 1n n n
 разбягаецца. 
Параўнаем цяпер гэты шэраг з дадзеным шэрагам (16). 
22
3 2 3 1 ln 3 1 3 2 3 1
lim lim lim 9.




n n n n na
b nn n
 
Паколькі ліміт адрозны ад нуля, то дадзены шэраг (16) таксама 
разбягаецца. 












        (17) 





1 2 ! 1
lim lim lim 0 1,





a n n n n
 
 
значыць, шэраг (17) з’яўляецца збежным. 
Адсюль, на падставе неабходнай прыметы збежнасці лікавага 



















! Практыкаваннні  
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  27. 
1
1 4 7... 3 2
.

















































































  37. 
1









































































































































































    57. 
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2 1 ln 2 1n n n
 































§ 3. Знакачаргавальныя шэрагі.  
Абсалютна і ўмоўна збежныя шэрагі 
Азначэнне 1. Шэраг называецца знакачаргавальным, калі яго 
складнікі маюць па чарзе то дадатныя, то адмоўныя знакі. 
Знакачаргавальны шэраг запісваюць у такім выглядзе, каб былі 
бачны знакі яго складнікаў: 
1
1 2 3 4 ... 1 ...,
n
na a a a a     (1) 
дзе 0 .na n  
Для знакачаргавальных шэрагаў мае месца наступная дастатковая 
прымета збежнасці. 
Тэарэма 1 (прымета Лейбніца). Калі складнікі знакачарга-
вальнага шэрагу, узятыя па модулі, утвараюць спадальную 
бясконца малую паслядоўнасць, то гэты шэраг збягаецца. 
Шэраг (1), для якога выконваюцца ўмовы тэарэмы 1, называецца 
шэрагам Лейбніца. 
Прыклад 1. Даказаць збежнасць знакачаравальнага шэрагу 
11 1 1 1 1
... 1 ...
2 4 6 8 2
n
n
 .    (2) 
Рашэнне. Шэраг (2) з’яўляецца шэрагам Лейбніца, бо  
1 1 1 1 1 1
... ... i lim 0.
2 4 6 8 2 2nn n
 
Такім чынам, згодна з прыметай Лейбніца, дадзены шэраг (2) 
збягаецца. 
Адзначым, што сума S шэрагу Лейбніца дадатная і не перавышае 
першага складніка гэтага шэрагу: 
0<S a1. 
Гэты вынік можна скарыстаць для знаходжання астачы шэрагу 
Лейбніца. 
Астача шэрагу Лейбніца пасля n-га складніка 
1
1 21 1 ...
n n
n n nR a a  мае знак першага свайго складніка і 










Калі заўважыць, што n nR S S , то атрыманыя высновы можна 
сфармуляваць гэтак: калі суму S шэрагу Лейбніца замяніць яго 
частковай сумай nS , то мы атрымаем памылку, якая мае той жа знак, 
што і першы адкідваемы складнік, і па модулі не перавышае яго. 
Гэтыя высновы маюць вялікае значэнне ў набліжаных вылічэннях 
пры дапамозе шэрагаў. 




1 1 1 1
1 ... 1 ... .




Рашэнне. Відавочна, што ўсе ўмовы тэарэмы 1 выконваюцца: 
шэраг знакачаргавальны, яго складнікі па модулі манатонна спадаюць 
і імкнуцца да нуля. Значыць, гэты шэраг збягаецца.  
Каб вылічыць суму дадзенага шэрагу з адзначанай дакладнасцю, 
неабходна знайсці такі складнік, абсалютная велічыня якога меншая 












таму з дакладнасцю да 0,01 маем: 
3 3
1 1 1 1 57
1 1 0,89 .
2 4 8 64 64
S  
Прыклад 3. Даследаваць на збежнасць знакачаргавальны шэраг 
1
12 3
1 ... ... .




     (3) 
 
Рашэнне. Дакажам, што складнікі шэрагу (3) па абсалютнай 
велічыні спадаюць, г. зн. 1n na a  пры любым n. 
Сапраўды, няроўнасць 
1
6 5 6 1 5
n n
n n











2 26 6 5n n n n  










Такім чынам, дадзены шэраг (3) разбягаецца (шэраг не 
задавальняе неабходнай прымеце збежнасці). 




a ,         (4) 
складнікі якога маюць адвольныя знакі, называецца знаказменным. 
 
Азначэнне 3. Шэраг (4) называецца абсалютна збежным шэрагам, 




a         (5) 
Калі ж шэраг (4) збягаецца, а шэраг (5) разбягаецца, то шэраг (4) 
называецца ўмоўна збежным шэрагам. 
Адносна знаказаменных абсалютна і ўмоўна збежных шэрагаў 
маюць месца наступныя тэарэмы. 
Тэарэма 2. Абсалютна збежны шэраг збягаецца, г. зн. са 
збежнасці шэрагу (5) вынікае збежнасць шэрагу (4), прычым 
S , дзе S  і  –– сумы шэрагаў (4) і (5) адпаведна. 
 








b  абсалютна збягаюцца, 




a b  таксама абсалютна 
збягаецца.  
 
Тэарэма 4. Калі шэраг збягаецца абсалютна, то пры любой 
перастаноўцы яго складнікаў мы атрымаем таксама абса-



















b  абсалютна збягаюцца, 
то шэраг, складзены з разнастайных здабыткаў i ja b  
складнікаў гэтых шэрагаў, размешчаных у адвольным 
парадку, таксама абсалютна збягаецца, а яго сума роўная S , 










Тэарэма 6 (тэарэма Рымана). Калі шэраг (4) збягаецца 
ўмоўна, то пры належнай перастаноўцы яго складнікаў мы 
можам атрымаць шэраг з любой наперад зададзенай сумай, 
або нават разбежны шэраг. 
 












b  адначасова або абсалютна збягаюцца, або 
ўмоўна збягаюцца, або разбягаюцца. 
Пры даследаванні на абсалютную збежнасць шэраг (4) мы можам 
да шэрагу (5) прымяняць вядомыя прыметы збежнасці дадатных 
шэрагаў. Аднак прыметы разбежнасці неабходна выкарыстоўваць 
вельмі асцярожна. Справа ў тым, што калі шэраг (5) нават будзе 
разбежным, то шэраг (4) можа збягацца. Але адзначым, што прыметы 
разбежнасці Даламбера і Кашы мы можам смела выкарыстоўваць. 
Справа ў тым, што пры іх выкананні na , гэта значыць агульны 
складнік шэрагу (5), не імкнецца да нуля, а тады да нуля не імкнецца і 
na , гэта значыць агульны складнік зыходнага шэрагу (4). Таму шэраг 
(4) разбягаецца (шэраг не задавальняе неабходнай прымеце збежнасці). 
Сфармулюем прыметы Даламбера і Кашы. 






 то пры l<1 шэраг (4) 











Тэарэма 9. Калі існуе ліміт lim ,n n
n
a l  то пры l<1 шэраг (4) 
збягаецца абсалютна, а пры l 1 шэраг (4) разбежны. 
 








       (6) 




a , складзены з 










      (7) 







3 33 1 3n n , то 
3 3
1 1
3 1 3n n




























Такім чынам, зыходны шэраг (6) не з’яўляецца абсалютна 
збежным. 
Высветлім, ці збягаецца дадзены знакачаргавальны шэраг (6), 
скарыстаўшы прымету Лейбніца. 
Праверым, ці выконваецца няроўнасць 1n na a  для абсалютных 








Дадзеная няроўнасць раўназначная няроўнасці 










1nn aa  для ўсіх нумароў n=1,2,... . 










Такім чынам, для дадзенага знакачаргавальнага шэрагу (6) выкон-
ваюцца абедзве ўмовы, якія змяшчаюцца ў прымеце Лейбніца, адкуль 
вынікае, што зыходны шэраг (6) збягаецца. Аднак ѐн не з’яўляецца 
абсалютна збежным, таму дадзены шэраг (6) збягаецца ўмоўна. 










.     (8) 




a  з абсалютных велічынь 
складнікаў дадзенага шэрагу, г. зн. шэраг: 
1
!
3 5 7 ... 2 1n
n
n
.      (9) 
Для адказу на пытанне аб збежнасці атрыманага шэрагу 
скарыстаем прымету Даламбера: 
1
1 !3 5 7 ... 2 1 1 1
lim lim lim 1.





a n n n n
 
Такім чынам, шэраг (9) збягаецца, г. зн. шэраг (8) з’яўляецца 
абсалютна збежным. 









       (10) 







 з абсалютных велічынь склад-



























       (11) 
Скарыстаем прымету параўнання ў лімітавай форме, для чаго 



































. Адсюль вынікае, што 
зыходны шэраг (10) збягаецца абсалютна. 








      (12) 
 
Рашэнне. Скарыстаўшы няроўнасці 2 3 , sin 2 1,n n n  
11 115 4 ,n n n  атрымаем 
6/55 11












, згодна з прыметай праўнання, 








 г. зн. абсалютная 
збежнасць шэрагу (12). 





































 збягаецца (прымета Лейб-




 разбягаецца. Таму робім высновы, што 
дадзены шэраг таксама разбягаецца. 
! Практыкаванні  
Высветліць, якія з дадзеных знаказменных шэрагаў збягаюцца 
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3 7 ... 4 1
1 .
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n n
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ln 1 ln ln 2
n




















31. Колькі неабходна ўзяць складнікаў, каб з дакладнасцю да 0,001 






































§ 4. Функцыйны шэраг  
і абсяг яго збежнасці 
Няхай на мностве Х зададзена функцыйная паслядоўнасць 
1 2( ), ( ),..., ( ),... .nu x u x u x  
Разгледзім выраз 
1 2( ) ( ) ... ( ) ... .nu x u x u x        (1) 
Гэты выраз называецца функцыйным шэрагам. Функцыйны шэраг 




u x . 
Складзѐм наступныя сумы: 
1 1
2 1 2
3 1 2 3
1 2
( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),
...............................................
( ) ( ) ( ) ... ( ),
................................................
n n
S x u x
S x u x u x
S x u x u x u x
S x u x u x u x
 
Яны называюцца частковымі сумамі функцыйнага шэрагу (1). 
Функцыйны шэраг (1) называецца збежным у пункце 0x  ці 




u x  г. зн. у 
разглядаемым пункце збягаецца паслядоўнасць nS x  частковых 
сум дадзенага шэрагу. Пры гэтым пункт х0 называецца пунктам 
збежнасці шэрагу (1). 
Функцыйны шэраг (1) называецца разбежным у пункце 0x  




n xu  г. зн. у 
разглядаемым пункце разбягаецца паслядоўнасць xSn  частковых 
сум дадзенага шэрагу. Пры гэтым пункт х0 называецца пунктам 










Мноства ўсіх пунктаў збежнасці функцыйнага шэрагу (1) 
называецца абсягам збежнасці гэтага шэрагу, а мноства ўсіх пунктаў 
разбежнасці –– абсягам разбежнасці шэрагу. 
Можа здарыцца, што ў некаторым пункце 0x  функцыйны 





u x  а у некаторым пункце 1x  шэраг (1) збягаецца ўмоўна, 








u x  
збягаецца. Таму адрозніваюць таксама абсягі абсалютнай і ўмоўнай 
збежнасці функцыйнага шэрагу. 
Функцыйны шэраг (1) называецца збежным на мностве Х, калі ѐн 
збягаецца ў кожным пункце гэтага мноства, г. зн. калі на гэтым 
мностве збягаецца яго паслядоўнасць частковых сум nS x . Пры 
гэтым лімітавая функцыя S x  паслядоўнасці nS x  
lim n
n
S x S x  называецца сумай функцыйнага шэрагу (1). 
Калі xS  з’яўляецца сумай функцыйнага шэрагу (1), то гэты 




S x u x  
Для кожнага натуральнага n можна пабудаваць шэраг 
1 2( ) ( ) ... .n nu x u x         (2) 
Гэты шэраг будзе збягацца ў кожным пункце збежнасці шэрагу 
(1). Суму шэрагу (2) абазначым праз nR x : 
1 2( ) ( ) ... .n n nR x u x u x  
Яна называецца астачай шэрагу (1) пасля n-га складніка. 
У кожным пункце збежнасці шэрагу (1) мае месца роўнасць 
( ) ( ),n nR x S x S x  
г. зн.  










Адсюль вынікае, што ў кожным пункце збежнасці шэрагу (1) мае 
месца наступная роўнасць: 
lim 0.n
n
R x  
Для знаходжання абсягаў збежнасці функцыйных шэрагаў можна 
выкарыстоўваць таблічныя шэрагі і дастатковыя прыметы збежнасці 
лікавых шэрагаў. Як гэта робіцца разгледзім на канкрэтных 
прыкладах. 

















. Як вядома, геаметрычная прагрэсія збягаецца 



















 –– абсяг збежнасці 
зыходнага шэрагу. 





Рашэнне. Дадзены шэраг уяўляе сабой геаметрычную прагрэсію з 
назоўнікам ln 1q x . Паколькі прагрэсія збягаецца толькі пры 
1q , то ѐн збягаецца, і прытым абсалютна, пры ln 1 1x , г. зн. 
пры 1 ln 1 1x , і, значыць, няроўнасць 11 1e x e  










Прыклад 3. Знайсці абсяг збежнасці шэрагу 
2
1 1 1
1 ... ... .
nx x x
 








 адкуль атрымліваем, што 
; 1 1;  –– абсяг збежнасці зыходнага шэрагу. 















на падставе чаго шэраг збягаецца пры дадатных х і разбягаецца пры 
адмоўных. У пункце х=0 дадзены шэраг абарачаецца ў лікавы шэраг 
1+1+1+…+1+… , 
відавочна, разбежны. 
Такім чынам, абсягам збежнасці дадзенага шэрагу з’яўляецца 
прамежак (0; + ). 

















 абсалютна збягаецца, калі 1q , і 
разбягаецца, калі 1q . Пры 1q  гэты шэраг збягаецца ўмоўна, а 





, г. зн. калі 
1
2


















x  Пры іншых значэннях х гэты шэраг 
разбягаеца. 








 –– абсяг абсалютная збежнасці шэрагу (3). 






        (4) 






 які збягаецца, і прытым абсалютна, пры 
=х 1 і разбягаецца пры х 1. 
Такім чынам, абсяг збежнасці шэрагу вызначаецца няроўнасцю 
х 1. 














 абсалютна збягаецца, калі 












 збягаецца ўмоўна (згодна прымеце Лейбніца). 





x  шэраг збягаецца ўмоўна, пры 
1
2














 –– абсяг збежнасці функцыйнага шэрагу (5). 









Рашэнне. Скарыстаем прымету Кашы: 
3 3
1 пры ; 1 1; ,
1
lim lim 1 пры 1,









Такім чынам, дадзены шэраг абсалютна збягаецца пры 







, якія не задавальняюць неабходнай 
прымеце збежнасці і, значыць, разбежныя. 
Значыць, ; 1 1;  –– абсяг збежнасці зыходнага шэрагу. 












Рашэнне. Даследуем шэраг на абсалютную збежнасць пры 
дапамозе прыметы Даламбера. Паколькі 
2
2
12 1 2 2 12
1 11
, ,
5 9 1 5 9
n nn n
nn
u x u x
n x n x
 то 
2 2 12
2 2 1 2
1 1 5 9
lim






1пры 5 9 1,
1
1пры 5 9 1,
5 9
9




















x  дадзены шэраг абсалютна 




x  Пры 
8
5
x  і 































г. зн. кожны складнік дадзенага шэрагу не перавышае адпаведнага 




 (геаметрычная прагрэсія, 
1
5
q ). Такім чынам, у адпаведнасці з прыметай параўнання робім 
высновы, что дадзены шэраг збягаецца абсалютна на ўсѐй рэчаіснай восі. 









Рашэнне. Паколькі для ўсіх х  
2 2
sin 2 1 1
1,2,3,... ,



















 збягаецца, у чым лѐгка пераканацца пры 
дапамозе прыметы параўнання ў лімітавай форме, то зыходны 
функцыйны шэраг абсалютна збягаецца на ўсѐй рэчаіснай восі. 















( ) , ( ) ,
1 23 4 2 3 4 2
n nn n
n n
u x u x







1 1 3 4 2
( ) 1
lim lim .





n n x x
u x
u x x xn n x x
 
Адсюль вынікае, што шэраг збягаецца, і прытым абсалютна, пры 
23 4 2 1x x . Пры 23 4 2 1x x  шэраг разбягаецца. Пры 




x x  прымета Даламбера адказу аб 




x x  шэраг трэба 















Такім чынам, калі рэшым няроўнасць 1243 2 xx , атрымаем 























Рашэнне. Пры х=0 збежнасць шэрагу відавочная. Няхай х 0. 





( ) 37 7














Такім чынам, ;x  зыходны шэраг збягаецца абсалютна. 
















     (6) 








      (7) 
Пры х 0 шэраг (7) збягаецца, у чым лѐгка пераканацца пры 








 на прамежку (0; + ) збягаецца абсалютна. Пры 
х 0 для зыходнага функцыйнага шэрагу не выконваецца неабходная 
прымета збежнасці. 
Такім чынам, (0; + ) –– абсяг збежнсці дадзенага шэрагу. 






Рашэнне. Лѐгка пераканацца, што пры 1x  для дадзенага 
функцыйнага шэрагу не выконваецца неабходная прымета збежнасці. 
Значыць, пры 1x  шэраг разбягаецца. 















( ) 1 1 1










u x x x x




Такім чынам, зыходны шэраг абсалютна збягаецца пры 1x . 
Абсягам збежнасці шэрагу з’яўляецца мноства ; 1 1; . 













1 пры 5 1,
lim 5 1 пры 5 1,







Такім чынам, пры 5 1x , г. зн. пры 
1
5
x  дадзены шэраг 








x  атрымліваюцца разбежныя лікавыя шэрагі, бо для іх не 
выконваецца неабходная прымета збежнасці. 




 –– абсяг збежнасці дадзенага 
шэрагу. 











Рашэнне. Пры х=3 збежнасць шэрагу відавочная. Няхай х 3. 





















nu x  
Значыць, дадзены функцыйны шэраг збягаецца абсалютна для 
ўсіх ; .x  









Рашэнне. Відавочна, што пры х=0 шэраг разбягаецца. Пры х 0 














lim lim cos lim 1 sin




















Такім чынам, дадзены шэраг збягаецца абсалютна на мностве 
;0 0; . 





Рашэнне. Няхай х k(k Z) і шэраг збягаецца. Тады павінна 
выконвацца неабходная ўмова збежнасці шэрагу: 
limsin 0 .
n
nx x k      (8) 
Адсюль вынікае, што limsin 1 0
n
n x , г. зн.  
lim sin cos cos sin 0
n
nx x nx x . 
Калі ўлічыць (8), то з апошняй роўнасці атрымліваем, што 
limcos 0 .
n
nx x k      (9) 










2 2lim cos sin 0,
n
nx nx  
што супярэчыць вядомай формуле 2 2sin cos 1.  
Такім чынам, калі ,x k  то дадзены шэраг разбягаецца. 
Збежнасць шэрагу пры х= k(k Z) відавочная. 
Прыклад 20. Знайсці абсяг збежнасці шэрагу 
1
1









Рашэнне. Для любога х маем  
1 1 1
1 1 1 1
2 2 2 12 2 2 2
1
2 2 2 2
n n n
n n n n
n
n n n
n n x n n
.   (10) 








 Ён з’яўляецца збежным 
















Значыць, дадзены функцыйны шэраг на мностве ;  
збягаецца абсалютна. ;  –– абсяг збежнасці зыходнага шэрагу. 





2 ln 2 3
n
n n n x
 





2 ln 2 3
lim lim





u x n n x











1 пры 3 1,
1
1 пры 3 1,
3






Адсюль вынікае, што шэраг збягаецца пры ;2 4;x . 
Пры 2;3 3;4x  дадзены функцыйны шэраг разбягаецца. Калі 
х=2 або х=4, то прымета Даламбера адказу на пытанне аб збежнасці 
шэрагу не дае і, значыць, шэраг трэба даследаваць асобна. 




2 ln 2n n n
 Даследуемы гэты шэраг на збежнасць пры 





2 ln 2 ln 2









Значыць, пры х=4 і х=2 дадзены шэраг разбягаецца. 





2 ln 2 3
n
n n n x
 










Рашэнне. Пры х 0 агульны складнік шэрагу не імкнецца да нуля, 
значыць, шэраг разбягаецца. Няхай х 0. Скарыстаўшы формулу 
Маклорэна з астаткавым складнікам у форме Пеана пераўтворым 
агульны складнік шэрагу да выгляду: 
1
1 1 1 1






































ца пры х 0 (першы –– згодна з прыметай Лейбніца, а другі –– згодна з 















 збягаецца пры х 1, то, на падставе апошняй няроўнасці 
і прыметы параўнання, дадзены шэраг збягаецца абсалютна пры х 1. 
Значыць, пры 0 х 1 даследуемы функцыйны шэраг збягаецца 
умоўна. 
Такім чынам, (0; + ) –– абсяг збежнасці дадзенага шэрагу. 






















lim ( ) lim
5 6
2 5 6 5 6
lim .










n x x x x
n x x x x
 
Знойдзем тыя значэнні х, пры якіх гэты ліміт меншы чым адзінка, 


















якая выконваецца для х 0. Такім чынам, пры х 0 зыходны шэраг 
збягаецца абсалютна. Пры ; 3 3; 2 2;0x  дадзены 









 г. зн. х=0, даследуем асобна. Пры 






. Гэты лікавы шэраг 
разбягаецца, бо для яго не выконваецца неабходная прымета 







Такім чынам, 0;  –– абсяг збежнасці дадзенага функцыйнага 
шэрагу. 
! Практыкаванні 
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§ 5. Раўнамерная збежнасць  
функцыйных шэрагаў 
Няхай на мностве Х зададзена функцыйная паслядоўнасць 
1 2, ,..., ,... .nS x S x S x     (1) 
Функцыйная паслядоўнасць (1) называецца збежнай да функцыі 
S(x) на мностве , калі ў кожным фіксаваным пункце x  
выконваецца наступная ўмова: 
lim .n
n
S x S x  
Гэтае азначэнне можна сфармуляваць і гэтак: функцыйная 
паслядоўнасць (1) называецца збежнай да функцыі S(x) на мностве , 
калі для кожнага фіксаванага пункта x  выконваецца наступная 
ўмова: для любога 0 існуе такі нумар N (які залежыць ад  і ад х), 
што для ўсіх n N выконваецца няроўнасць nS x S x , дзе х –– 
той пункт, які быў зафіксаваны. 
Няхай функцыйная паслядоўнасць (1) збягаецца да функцыі S(x) 
на мностве . Дадзеная паслядоўнасць называецца раўнамерна 
збежнай да функцыі S(x) на мностве , калі для любога 0 існуе такі 
нумар N (які залежыць ад , але не залежыць ад х), што для ўсіх n N 
выконваецца няроўнасць n nR x S x S x . 
Непасрэдна з азначэння раўнамернай збежнасці функцыйнай 
паслядоўнасці вынікае простая прымета раўнамернай збежнасці. 
Для таго, каб функцыйная паслядоўнасць (1) раўнамерна 




дзе sup ( ) ( )n n
x
S x S x . 




u x         (2) 
збягаецца на мностве , а S(x)– яго сума. Калі паслядоўнасць част-










функцыйны шэраг (2) называецца раўнамерна збежным на мностве . 
Адна з важнейшых уласцівасцей раўнамерна збежных шэрагаў –– 
уласцівасць, звязаная з непарыўнасцю яго сумы. 
Мае месца наступная тэарэма. 
Калі функцыйны шэраг (2) мае сваімі складнікамі непарыў-
ныя на некаторым прамежку  функцыі і на гэтым прамежку 
збягаецца раўнамерна, то і яго сума S(x) непарыўная на гэтым 
прамежку. 
Разгледзім цяпер прыметы раўнамернай збежнасці функцыйных 
шэрагаў. 
Прымета Вейерштраса. Калі для функцыйнага шэрагу (2) 




a , што для ўсіх 
0n n  і для ўсіх x  выконваюцца няроўнасці  
,n nu x a        (3) 
то шэраг (2) збягаецца абсалютна і раўнамерна на мностве . 
У выпадку, калі выконваецца ўмова (3), шэраг 
1n
na  называецца 
мажарантным для шэрагу (2) на мностве . 
Прымета Дзіні. Калі складнікамі шэрагу (2) з’яўляюцца 
дадатныя і непарыўныя на адрэзку [a, b] функцыі, і калі гэты 
шэраг мае непарыўную на гэтым адрэзку суму, то ѐн 
збягаецца раўнамерна на адрэзку [a, b]. 
 









x  збягаецца раўнамерна на некаторым пра-










ку адным і тым жа лікам і пры кожным х утвараюць манатонную 
паслядоўнасць n x , то дадзены функцыйны шэраг збягаецца 
раўнамерна на гэтым прамежку. 




x , дзе n  –– манатонная лікавая паслядоўнасць, 
збежная да нуля. Калі частковыя сумы Sn(x) шэрагу 
1n
n x  
абмежаваныя на некаторым прамежку адным і тым жа лікам, 
то дадзены функцыйны шэраг раўнамерна збягаецца на гэтым 
прамежку. 
Крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці функцыйнага шэрагу. 
Для таго каб шэраг (2) раўнамерна збягаўся на мностве , неабходна і 
дастаткова, каб для гэтага шэрагу выконвалася ўмова Кашы: для 
любога 0 існуе нумар N такі, што для ўсіх n N, для ўсіх р N і для 






u x  
Калі ўмова Кашы не выконваецца, то шэраг (2) не з’яўляецца 
раўнамерна збежным на мностве . 
Раўнамерна збежныя функцыйныя шэрагі валодаюць таксама 
наступнымі ўласцівасцямі: 
1. Калі ўсе складнікі функцыйнага шэрагу (2) непарыўныя на 
адрэзку [a, b], і дадзены шэраг раўнамерна збягаеца на гэтым адрэзку, 













u x dx u x dx  
дзе S(x) –– сума шэрагу (2). 
Пры гэтым гавораць, што на адрэзку [a, b] магчыма паскладовае 










2. Няхай функцыйны шэраг (2) збягаецца на адрэзку [a, b] і S(x) – 
яго сума. Калі складнікі дадзенага шэрагу маюць на адрэзку [a, b] 




u x  раўнамерна збягаецца на 
гэтым адрэзку, то функцыя S(x) з’яўляецца дыферэнцавальнай у 









u x u x  
Пры гэтым гавораць, што ў кожным пункце адрэзку [a, b] 
магчыма паскладовае дыферэнцаванне шэрагу (2). 
Прыклад 1. Зыходзячы з азначэння раўнамернай збежнасці, 




x  на 
адрэзку [–q; q], дзе 0<q<1. 
Рашэнне. Скарыстаўшы формулу сумы геаметрычнай прагрэсіі, 











S x x S x R x S x S x
x x x
 










Для таго, каб даказаць раўнамерную збежнасць дадзенага шэрагу 
на адрэзку [–q; q], дастаткова паказаць, што для любога 0 можна 
знайсці такі нумар N, які залежыць толькі ад , што пры любым n N 























(бо ln 0q ). Возьмем у якасці N цэлую частку дробу 






. Тады мы пераканаемся, што пры n N, 
сапраўды, xRn  для ўсіх х з адрэзка [–q; q] (0<q<1). 
Такім чынам, раўнамерная збежнасць дадзенага шэрагу на 
адрэзку [–q; q] (0<q<1) тым самым даказана. 









збягаецца раўнамерна на адрэзку [–1; 1]. 
Рашэнне. У кожным пункце інтэрвалу (–1; 1) дадзены шэраг 
збягаецца абсалютна (у гэтым лѐгка пераканацца пры дапамозе 
прыметы Даламбера), а пры 1x  шэраг збягаецца ўмоўна. 
Абазначым праз , ,n nS S R  адпаведна суму дадзенага шэрагу на 
прамежку [–1; 1], яго n-ую частковую суму і астачу пасля n–га 
складніка. Даследуем велічыню 
1;1 1;1
sup supn n n
x x
S x S x R x . 
Для знакачаргавальных шэрагаў, якія задавальняюць прымеце 
Лейбніца, мае месца наступная ацэнка астачы: 



























Адсюль, згодна з тэарэмай аб ліміце прамежкавай паслядоўнасці, 
атрымаем, што lim 0n
n
. 
Значыць, на прамежку [–1; 1] паслядоўнасць частковых сум да-
дзенага шэрагу раўнамерна збягаецца да яго сумы. Гэта сведчыць аб 
тым, што дадзены шэраг раўнамерна разбягаецца на прамежку [–1; 1]. 










 на адрэзку [0; 1]. 
Рашэнне. У кожным пункце х [0; 1] дадзены шэраг збягаецца 
( 0;1x  ѐн з’яўляецца знакачаргавальным шэрагам, які 
задавальняе ўмовам тэарэмы Лейбніца). Высветлім, ці будзе гэтая 
збежнасць раўнамернай на адрэзку [0; 1]. 
Няхай nn RSS ,,  –– сума дадзенага шэрагу на прамежку [0; 1], 
яго n-я частковая сума і астача пасля n-га складніка адпаведна. 
Даследуем велічыню 
0;1 0;1
sup supn n n
x x


















Адсюль, скарыстаўшы тэарэму аб ліміце прамежкавай 
паслядоўнасці, атрымаем, што lim 0n
n
. 
Такім чынам, на адрэзку [0; 1] паслядоўнасць ( nS ) частковых сум 
дадзенага шэрагу раўнамерна збягаецца да яго сумы S. Гэта сведчыць 



















мерна пры ўсіх х (– х + ). 
Рашэнне. Дадзены шэраг пры любым значэнні х збягаецца на 
падставе прыметы Лейбніца, таму яго астача ацэньваецца пры 
дапамозе няроўнасці 1n nR x u x , г. зн. 














1n  раўназначныя, то ўзяўшы 
n N, дзе N –– які-небудзь цэлы дадатны лік, які задавальняе ўмове 
N
1
1 , прыходзім да няроўнасці nR x . 
Такім чынам, мы даказалі, што для любога колькі пажадана 
малога ліку 0  знойдзецца такі цэлы дадатны лік N, што пры n N 
выконваецца няроўнасць nR x  для любога ;x , а гэта 
сведчыць аб тым, што дадзены функцыйны шэраг на прамежку 
;  збягаецца раўнамерна. 






 на  
прамежку 0; . 















R x  (функцыя ех +  пры х +  хутчэй 















на прамежку 0; . 
Рашэнне. Перш-наперш адзначым, што гэты шэраг у дадзеным 














Разгледзім астачу шэрагу пасля n-га складніка 




Знойдзем яго суму nR x . Паколькі 
1 1 1 1
,
1 1 1 1 1 1 1
x
kx kx x kx kx x kx k x
 
то для m-й частковай сумы астачы маем 
1
1 1
1 1 1 1 2 1
1 1 1 1
...
2 1 3 1 1 1 1
1 1
.




kx kx x n x n x
n x n x n m x n m x
n x n m x
 
Адсюль вынікае, m-ая частковая сума астачы імкнецца да 
1
1 1n x




























 то дадзены шэраг збягаецца на прамежку 
0;  нераўнамерна. 
















і збежнасць на прамежку ,  раўнамерная. 







збягаецца на прамежку ; . 






























R x  
Адсюль паводле тэарэмы аб ліміце прамежкавай паслядоўнасці 
атрымаем lim 0n
n
. Такім чынам, на прамежку ;  
паслядоўнасць частковых сум дадзенага шэрагу раўнамерна 
збягаецца да яго сумы. Гэта сведчыць аб тым, што дадзены шэраг 










Прыклад 8. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 







 на прамежку ; . 











, у збежнасці якога можна пераканацца пры дапамозе прыметы 
Кашы: 
1 1
lim lim 0 1.n
nn nn n
 
Значыць, дадзены шэраг збягаецца абсалютна і раўнамерна на 
ўсѐй лікавай прамой. 
Прыклад 9. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 





 на прамежку ; . 











 з’яўляецца мажарантай дадзенага шэрагу. 




 пры 1. 
Такім чынам, дадзены шэраг збягаецца раўнамерна на ўсѐй 
лікавай прамой, г. зн. пры – х + . 
Прыклад 10. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 







 на прамежку 
0; . 
























 збягаецца, то зададзены шэраг збягаецца 
раўнамерна. 
Прыклад 11. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 








 на прамежку 
; . 
Рашэнне. Карыстаючыся тым, што пры t 0 0 ln(1+t) t, для ўсіх 
х R і для ўсіх n N атрымліваем 
2 2 2







n x n x n x n
. 





 вынікае абсалютная і раўнамерная 
збежнасць зададзенага функцыйнага шэрагу на мностве ; . 
Прыклад 12. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 






n x n x
n n
 на пра-
межку ; . 
Рашэнне. Паколькі для ўсіх х  R і для ўсіх n  N выконваюцца 
няроўнасці 4 2arctg , sin 1,
2




























збежнасць зыходнага функцыйнага шэрагу на R. 
Прыклад 13. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 
раўнамерную збежнасць шэрагу 






nn x n x
   на 
прамежку на прамежку 0; . 
Рашэнне. Паколькі 5 52 7 2n x n  пры х 0, а 

















таму на прамежку 0;  зададзены функцыйны шэраг збягаецца 
абсалютна і раўнамерна. 
Прыклад 14. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 








 на адрэзку  
[–100; 100]. 
Рашэнне. Карыстаючыся тым, што пры t 0 выконваецца 











n n n nn n
. 






 з’яўляецца мажарантным на 
адрэзку [–100; 100] для дадзенага шэрагу. Даследуем мажарантны 


























1 1 1 100
100 lim 100 lim .




Згодна з інтэгральнай прыметай збежнасці, мажарантны шэраг 
збягаецца, таму на падставе тэарэмы Вейерштраса зададзены шэраг 
на адрэзку [–100; 100] збягаецца абсалютна і раўнамерна. 
Прыклад 15. Пры дапамозе прыметы Вейерштраса даказаць 















































1. Зыходзячы з азначэння раўнамернай збежнасці, даказаць 


















































2. Карыстаючыся прыметай Вейерштраса, даказаць раўнамерную 































































2 2 1 1
, ;










































































u x   
на мностве Е: 
1) 








































 можна дыферэнцаваць 
паскладова на R. 





f x e  можна паскладова 
дыферэнцаваць на адрэзку [–1;1] любы лік разоў. 








 збягаецца раўнамерна на R, але 











§ 6. Ступеневыя шэрагі 
Функцыйны шэраг 
2
0 1 2( ) ( ) ... ( ) ...
n
nc c x a c x a c x a ,  (1) 
дзе а, nc ( 0,1,2,...)n  – рэчаісныя лікі, называецца ступеневым. 





c y ,                                                   (2) 
даследаванне збежнасці якога эквівалентнае даследаванню збежнасці  
шэрагу (1). 
Тэарэма 1 (Абеля). Калі ступеневы шэраг (1) збягаецца пры 
0x x a , то ѐн збягаецца (і прытым абсалютна) пры любым 
значэнні x , якое задавальняе няроўнасці 0x a x a . 
Калі ж ступеневы шэраг разбягаецца пры 
0x x , то ѐн 
разбягаецца і пры ўсіх значэннях x , для якіх 0x a x a . 
З тэарэмы Абеля вынікае факт існавання для любога ступеневага 
шэрагу (1) інтэрвалу збежнасці x a R , або a R x a R  з 
цэнтрам у пункце a , унутры якога ступеневы шэраг абсалютна 
збягаецца, а па-за якім разбягаецца. Лік R  — палова даўжыні 
інтэрвалу збежнасці — называецца радыусам збежнасці ступеневага 
шэрагу (1). Пры 0R  шэраг (1) збягаецца толькі ў пункце x a , а 
пры R  — пры ўсіх x R. На канцах інтэрвалу збежнасці 
( , )a R a R  (у пунктах x a R ) шэраг можа або збягацца, або 
разбягацца. 









,            (3) 







,                           (4) 










Формуламі (3), (4) нельга карыстацца, калі каэфіцыентаў 
ступеневага шэрагу, роўных нулю, бясконцае мноства. 
Даследаваць ступеневы шэраг (1) на збежнасць — значыць 
знайсці яго інтэрвал збежнасці і высветліць, збягаецца ці разбягаецца 
гэты шэраг у гранічных пунктах інтэрвалу збежнасці. Абсяг 
збежнасці шэрагу (1) складаецца з яго інтэрвалу збежнасці і, можа 
быць, некаторых гранічных пунктаў гэтага інтэрвалу. 
Характар збежнасці ступеневага шэрагу характарызуе наступная 
тэарэма. 
Тэарэма 2. На любым адрэзку, які належыць інтэрвалу 
збежнасці, ступеневы шэраг збягаецца раўнамерна. 
Для ступеневых шэрагаў (1) мае месца наступная тэарэма, якая 
называецца другой тэарэмай Абеля. 
Тэарэма 3. Калі ступеневы шэраг (1) збягаецца ў інтэрвале 
( , )a R a R  да функцыі ( )S x , то яго суму ў гранічным пункце 








S a R S x .           (6) 
 

















































2. Скарыстаем формулу (3). У нашым выпадку  
1
( 2)!


















3. Паколькі  








то, згодна з формулай (4), атрымаем 3R . 
4. Абазначым 37x t , тады 
3 3
0 0 0
7 (7 )n n n n
n n n
x x t . 




t  збягаецца, калі 1t , і 
разбягаецца, калі 1t . 




x  збягаецца, калі 
3





































Рашэнне. 1. Каб вызначыць абсяг збежнасці шэрагу, дастаткова 
знайсці інтэрвал збежнасці шэрагу і даследаваць збежнасць лікавых 
шэрагаў, якія атрымліваюцца з дадзенага шэрагу пры x R . 











2 1 2 2 2
21
2 1 2 1 2
( ) 2 (4 3) 2 (4 3)
lim lim lim 2
( ) (4 1) 2 (4 1)
n n
n
n nn n n
n
u x x n x n
x
u x n x n
. 
Паколькі пры 22 1x  або 
1
2
x  шэраг збягаецца, а пры 
1
2





































Гэты шэраг збягаецца, у чым лѐгка пераканацца, калі параўноў-









































 Заўважым, што скарыстать формулы (3), (4) тут нельга, бо 
каэфіцыентаў шэрагу, роўных нулю, бясконцае мноства 
(адсутнічаюць складнікі з цотнымі ступенямі х). 


































( ) ( 2) (2 1)
lim lim





u x n x n
x
u x n n x
. 
Значыць, шэраг збягаецца, калі 2 1x , г. зн. 1x . 
Такім чынам, ( 1,1)— інтэрвал збежнасці дадзенага шэрагу. 
























 — інтэрвал 




























Інтэрвал збежнасці характарызуецца няроўнасцю 5 5x . 
Даследуем збежнасць шэрагу ў пунктах 5x . 













Абодва шэрагі разбягаюцца, бо не задавальняюць неабходнай 
прымеце збежнасці. 
Такім чынам,  ( 5,5)  — абсяг збежнасці дадзенага ступеневага 
шэрагу. 









Рашэнне. Выкарыстанне формул (3), (4) для вылічэння радыуса 










скарыстаем непасрэдна прымету Кашы: 
23
3
, 1, ці 3,
3
lim lim 1, 1, ці 3,
3 33












Такім чынам, зыходны шэраг збягаецца ў інтэрвале ( 3,3) . 
У гранічных пунктах 3x  гэтага інтэрвалу шэраг разбягаецца, бо 
пры 3x  ѐн не задавальняе неабходнай прымеце збежнасці шэрагу. 
 Значыць, абсяг збежнасці шэрагу — інтэрвал ( 3,3) . 
















(5 ( 3) ) ( 2)1lim lim 5 2




















x  атрымліваем лікавы шэраг 
1 1 1
5 ( 3) ( 1) ( 1) 1 3
5 5
nn n n n
n
n n nn n n
, 


























, які, як вядома, разбягаецца. 
Паколькі  
5 ( 3) 5 ( 3) 3
lim lim lim lim 1 ( ) 1
5 5 5
1
n n n n
n n
n n














Такім чынам, у пункце 
11
5
x  зыходны ступеневы шэраг 
збягаецца ўмоўна, а ў пункце 
9
5

































( 3) ( 1) 4( 1)
lim lim 1






c n n n
. 
Шэраг збягаецца ў інтэрвале ( 3, 1) . Пры 1x  і 3x  шэраг 
разбягаецца (не выконваецца неабходная ўмова збежнасці). Такім 
чынам, абсяг збежнасці шэрагу — інтэрвал ( 3, 1) . 
Прыклад 6. Здзейніўшы паскладовае дыферэнцаванне або 




































.      (7) 
Знойдзем абсяг збежнасці дадзенага шэрагу. 
Спачатку знойдзем інтэрвал збежнасці гэтага шэрагу. Будзем 




( ) ( 1) (2 1) (2 1)
lim lim lim
( ) (2 1)( 1) 2 1
n n
n
n nn n n
n
u x x n x n
x
u x n x n
. 
Згодна з прыметай Даламбера, дадзены шэраг абсалютна 
збягаецца, калі 2 1x , г. зн. 1x , разбягаецца, калі 2 1x , г. зн. 
1x . Адсюль робім высновы, што радыус збежнасці 1R , а 
( 1,1)  – інтэрвал збежнасці. 









 збягаецца, бо задавальняе 
ўмовам тэарэмы Лейбніца. 










 з’яўляецца адрэзак 1,1 . 
Суму разглядаемага ступеневага шэрагу на адрэзку 1,1  












 1,1x .      (8) 
Знойдзем функцыю ( )S x . 
Паколькі ступеневы шэраг можна паскладова дыферэнцаваць у 
кожным пункце яго інтэрвалу збежнасці, то будзем мець: 
1 2 1
1 2 2 2 4 6
1 1
( 1)






S x x x x x
n


















 ( 1,1)x . 







S t dt dt
t
 ( 1,1)x , 
   ( ) (0)S x S arctgx  ( 1,1)x . 
Паколькі на падставе роўнасці (8) (0) 0S , то будзем мець: 
( )S x arctgx  ( 1,1)x .      (9) 
Знойдзем зараз (1)S  і ( 1)S . Скарыстаем для гэтага формулы (5) 
і (6): 
1 0 1 0
(1) lim ( ) lim
4x x
S S x arctgx , 
1 0 1 0
( 1) lim ( ) lim
4x x
S S x arctgx . 
 
 Адсюль і з роўнасці (9) атрымліваем наступную формулу для 
шуканай функцыі ( )S x : 











 1,1x . 























































































































































































































































































































































































Выкарыстоўваючы паскладовае дыферэнцаванне і інтэграванне, 










3 5 2 1
... ...




 .  
37. 21 2 3 ... ( 1) ...nx x n x  .  
38. 2 11 2 2 3 3 4 ... ( 1) ...nx x n n x  . 
























§ 7. Раскладанне функцый у ступеневыя 
шэрагі 
Няхай функцыя ( )f x  вызначана ў некаторым наваколлі пункта 
a , напрыклад, на інтэрвале ( , )a r a r . 
Азначэнне 1. Будзем казаць, што на інтэрвале ( , )a r a r  
функцыя )(xf  раскладаецца ў ступеневы шэраг 
2
0 1 2( ) ( ) ... ( ) ...
n
nc c x a c x a c x a ,   (1) 
калі на гэтым інтэрвале дадзены шэраг збягаецца, і яго сума роўная 
)(xf , г. зн. калі 
2
0 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
n
nf x c c x a c x a c x a ,   (2) 
( , )x a r a r . 
Перш за ўсе адзначым, што калі функцыя )(xf  на інтэрвале 
),( rara  раскладаецца ў ступеневы шэраг (1), то яна 
дыферэнцавальная любы лік разоў на разглядаемым інтэрвале. 
Тэарэма 1. Калі на інтэрвале ),( rara  функцыя )(xf  
раскладаецца ў ступеневы шэраг (1), гэта значыць на гэтым 
інтэрвале мае месца роўнасць (2), то гэты расклад адзіны, 
прычым ѐн мае выгляд 
( )
2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1! 2! !
n
nf a f a f af x f a x a x a x a
n
 .(3) 
Азначэнне 2. Ступеневы шэраг, які стаіць у правай частцы 
роўнасці (3), называецца шэрагам Тэйлара функцыі )(xf , іншымі 
словамі шэрагам Тэйлара функцыі )(xf  называецца ступеневы 
шэраг выгляду 
( )
2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1! 2! !
n
nf a f a f af a x a x a x a
n
  . (4) 
Калі 0a , то гэты шэраг мае выгляд 
( )
2(0) (0) (0)(0) ... ...
1! 2! !
n
nf f ff x x x
n
  .   (5) 










Калі скарыстаць паняцце шэрагу Тэйлара, то тэарэму 1 можна 
сфармуляваць так. 
Тэарэма 1'. Калі на інтэрвале ),( rara  функцыя )(xf  
раскладаецца ў ступеневы шэраг (1), то гэты шэраг з’яўляецца 
яе шэрагам Тэйлара. 
Адзначым, што калі функцыя )(xf  у пункце a  любы лік разоў 
дыферэнцавальная, то для яе фармальна можна пабудаваць шэраг 
Тэйлара. Гэты факт запісваюць так: 
( )
2( ) ( ) ( )( ) ~ ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...
1! 2! !
n
nf a f a f af x f a x a x a x a
n
  . 
Аднак гэта зусім не сведчыць аб тым, што функцыя )(xf  
раскладаецца ў шэраг Тэйлара, гэта значыць для дадзенай функцыі ў 
разглядаемым наваколлі пункта a  мае месца роўнасць (3). Можа 
здарыцца, што шэраг Тэйлара разбягаецца пры ўсіх x a . Можа 
здарыцца таксама, што ѐн збягаецца, але не да той функцыі, якая яго 
нарадзіла. 
Узнікае пытанне: пры якіх умовах шэраг Тэйлара збягаецца, 
прычым да той функцыі, якая яго нарадзіла, гэта значыць пры якіх 
умовах функцыя )(xf  раскладаецца ў шэраг Тэйлара? 
Тэарэма 2. Няхай функцыя )(xf  на інтэрвале ),( rara  
дыферэнцавальная любы лік разоў. Для таго каб на гэтым інтэрвале 
дадзеная функцыя раскладалася ў шэраг Тэйлара, неабходна і 
дастаткова, каб ( , )x a r a r  выконвалася наступная умова: 
lim ( ) ( ) 0n
n
f x S x , 
дзе ( )nS x  –n -я частковая сума шэрагу Тэйлара функцыі )(xf . 
Няхай функцыя )(xf  на інтэрвале ),( rara  мае непарыўныя 





( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2!
( )





f a f a
f x f a x a x a
f a
x a R x
n

















R x x t f t dt
n
.    (7) 
Роўнасць (1) называецца формулай Тэйлара для функцыі )(xf . 
Яна мае месца для любога пункта ( , )x a r a r . Велічыню ( )nR x  
называюць астаткавым складнікам формулы Тэйлара. Астаткавы 
складнік, запісаны ў выглядзе (2), называюць астаткавым складнікам 
у інтэгральнай форме. Астаткавы складнік ( )nR x  можна запісаць і ў 
выглядзе 
( ) ( )






R x x a
n
,     (8) 
дзе  – некаторы пункт адрэзка з канцамі ў пунктах a  і x . 
Астаткавы складнік формулы Тэйлара, запісаны ў выглядзе (8), 
называецца астаткавым складнікам у форме Лагранжа. 
Тэарэма 3. Няхай функцыя ( )f x  на інтэрвале ( , )a r a r  
дыферэнцавальная любы лік разоў. Для таго, каб на гэтым 
інтэрвале дадзеная функцыя раскладалася ў шэраг Тэйлара, 
неабходна і дастаткова, каб ( , )x a r a r  выконвалася 
наступная умова  lim ( ) 0n
n
R x , дзе ( )nR x  астатковы складнік 
формулы Тэйлара. 
Мае месца таксама наступная дастатковая прымета раскладання 
функцыі ў шэраг Тэйлара. 
Тэарэма 4. Калі функцыя ( )f x  на інтэрвале ( , )a r a r  мае 
вытворныя любога парадку, і ўсе яны абмежаваныя на гэтым 
інтэрвале адным і тым жа лікам, гэта значыць 
( ) ( )nf x M    ( , )x a r a r  ( 0,1,2,...)n , 
то функцыя ( )f x  на інтэрвале ( , )a r a r  раскладаецца ў 
шэраг Тэйлара. 











1. Непасрэднае раскладанне функцыя f(x) у шэраг Тэйлара 
Гэты метад заключаецца ў наступным: 
а) фармальна складаюць шэраг Тэйлара для функцыі ( )f x ; з 
гэтай мэтай вылічваюць вытворныя ўсіх парадкаў функцыі ( )f x  у 
пункце x a  і падстаўляюць іх у расклад (4); 
б) знаходзяць абсяг збежнасці атрыманага шэрагу; 
в) высвятляюць, для якіх значэнняў x  з абсягу збежнасці паміж 
функцыяй ( )f x  і яе шэрагам Тэйлара можна паставіць знак роўнасці. 
Прыклад 1. Раскласці ў шэраг па ступенях x  функцыю 
( ) sinxf x e x . 
Рашэнне. Знаходзім вытворныя функцыі ( )f x  і іх значэнні ў 
пункце 0x :   ( ) sinxf x e x ,   (0) 0f ; 
( ) (cos sin ) 2 sin
4




2 2( ) ( 2) sin
4
xf x e x ,   2
2




( ) ( ) ( 2) sin
4
n n x nf x e x ,   ( ) (0) ( 2) sin
4
n n nf ; 
……………………………………………….. 
Можам пераканацца, што астаткавы складнік ( )nR x  імкнецца да 
нуля пры n . Для гэтага ацэнім яго абсалютную велічыню 








































e x xu n
u n ne x
 
для ўсіх x , значыць, шэраг збягаецца (згодна з прыметай Даламбера), 








 пры n , таму і 
астаткавы складнік ( )nR x  імкнецца да нуля пры ўсіх x . 









e x x x
n
. 
2. Выкарыстанне таблічных раскладаў 








x x x x
e x x
n
;   (9) 




(2 1)! 3! 5! 7!
n n
n
x x x x
x x x
n
;  (10) 




(2 )! 2! 4! 6!
n n
n
x x x x
x x
n








x x x x x x
x
;   (12) 
1
2 3
( 1)( 2)...( 1)
1 1
!





m m m m n
x x
n
m m m m m
mx x x x
  (13) 
(m  – любы рэчаісны лік; шэраг называецца біномным); 
1 2 3 4
1
( 1)




x x x x
x x x
n
;  (14) 




2 1 3 5 7
n n
n
x x x x
arctgx x x
n










Пры дапамозе гэтых раскладаў можна даволі проста знаходзіць 
расклады многіх іншых функцый. Такім чынам, няма патрэбы 
даследаваць астаткавыя складнікі адпаведных формул Тэйлара з 
мэтай высвятлення, ці можна паміж складзеным шэрагам і самой 
функцыяй паставіць знак роўнасці, бо абсягі збежнасці таблічных 
шэрагаў вядомыя. (Для біномнага шэрагу (13) адзначаны толькі 
інтэрвал збежнасці. Пры 1x  і 1x  расклад вядзе наступным 
чынам: пры 0m  абсалютна збягаецца на абодвух канцах інтэрвала 
збежнасці; пры 1 0m  разбягаецца пры 1x  і ўмоўна збягаецца 
пры 1x ; пры 1m  разбягаецца на абодвух канцах інтэрвала 
збежнасці.) 




 у шэраг Тэйлара ў 
наваколлі пункта 3x . 





пры раскладанні можна было скарыстаць вядомы расклад (12). 
1 1 1 1 1 1
















1 1 3 ( 3) ( 3) ( 3)
... ( 1) ...




x x x x
x
. 

















Прыклад 3. Раскласці ў шэраг па ступенях x  функцыю  
2
( ) xf x e . 
Рашэнне. Мяркуем, што 2x y  і скарыстаем таблічны расклад (9). 
2
2 3 4





1 ... 1 .










Паколькі расклад у шэраг функцыі ye  мае месца для ўсіх y , то і 
расклад у шэраг дадзенай функцыі мае месца для ўсіх x . 



















1 1 1 1 1
1 1 2
3 3 3 3 3
1 ...
3 2! 3!
1 1 1 1
1 2 ... 1
3 3 3 3
...
!
1 4 1 4 7 1 4 7 10...(3 2)
1 ... ( 1) ... .















Расклад мае месца для 1 1x . 
3. Выкарыстанне складання і адымання шэрагаў і множання 
шэрагу на лік 
Часам расклад функцыі ў шэраг атрымліваецца сумаваннем 
таблічных або раней знойдзеных раскладаў, а таксама пры дапамозе 


















































( ) 2 ( 1) 2 (1 ( 1) 2 )n n n n n n n
n n n
f x x x x .  (18) 
Геаметрычныя прагрэсіі (16) і (17) збягаюцца адпаведна пры 
1x  і 
1
2
x . Значыць формула (18) праўдзівая пры 
1
2





Прыклад 6. Раскласці ў шэраг Маклорэна функцыю y shx . 




Замяніўшы ў формуле (9) x  на ( )x , атрымаем 
2 3
1
( ) ( )
1 1 ... ...









2 3 2 31 ( )
1 ... ... 1 ... ...
2 1! 2! 3! ! 1! 2! 3! !













3 5 2 1
... ... .














Атрыманы шэраг збягаецца пры ўсіх x , як і шэрагі функцый xe  і 
xe . 
4. Выкарыстанне дыферэнцавання і інтэгравання шэрагаў 
Пры раскладанні функцый ў шэраг Тэйлара часта выкарыстоў-
ваюць паскладовае дыферэнцаванне і інтэграванне шэрагаў. 







 і знайсці радыус збежнасці шэрагу. 
Рашэнне. Паколькі 
2 2 2 2





















f x . 





























f arctg . 
Радыус збежнасці атрыманага шэрагу роўны 3 . 
5. Выкарыстанне множання шэрагаў 
Калі функцыя f(x) уяўляе сабой здабытак дзвюх функцый, то яе 










папярэдне раскладаюцца функцыі, якія з’яўляюцца множнікамі. 





Рашэнне. Калі ўявіць функцыю ў выглядзе здабытку дзвюх 










1 1 2! 3! 4! !
1 ... ...
1 1 1 1 1 1
2! 2! 3!
1 ... 1 ...






e x x x x
e x
x x n
x x x x x
x x x
x x x x x x
x x x x x x




1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2 ...
2! 2! 3! 2! 3! 4!
1 1 1 1
2 ... ... .
2! 3! 4! !
n




Расклад мае месца для 1 1x . 
Прыклад 9. Напісаць першыя тры складнікі раскладу функцыі 
( ) secf x x  у шэраг Маклорэна. 
Рашэнне. У пункце 0x  функцыя ( ) secf x x  вызначана і мае 
вытворныя любога парадку. Мяркуем, што яе расклад ў ступеневы 
шэраг мае выгляд 2 3 4
0 1 2 3 4sec ...x c c x c x c x c x  . 















0 1 2 3 41 sec cos ... 1 ...
2! 24 720
x x x










2 3 40 01 2
0 1 2 3 4 ... .
2 2 24 2
c cc c
c c x c x c x c x  
Калі параўноўваць каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях x , то 
атрымаем наступныя раўнанні: 
0 01 2
0 1 2 3 41, 0, 0, 0, 0,
2 2 24 2
c cc c
c c c c c  
з якіх знаходзім: 
0 1 2 3 4
1 5
1, 0, , 0,
2 24
c c c c c . 






x x . 
! Практыкаванні 
1. Раскласці функцыю 2xy  у шэраг Тэйлара ў наваколлі пункта 
1x . 
2. Раскласці функцыю cos( )y x  у шэраг Тэйлара ў наваколлі 
пункта 0x . 








наваколлі пункта 0x . Паказаць, што гэты шэраг не мае сваѐй 
сумай функцыю ( )x . 
 
Напісаць расклады па ступенях x  наступных функцый і ад-
значыць інтэрвалы збежнасці шэрагаў: 
4. cos7x .  5. 3sin x . 6. . 
7. 
3












































. 17. 2cos x . 18. 







. 20. sin3 sin5x x . 21. 2sin cosx x . 









Скарыстаўшы дыферэнцаваннне, раскласці ў шэраг Маклорэна 







. 25. 2ln 1x x . 26.  2ln 2x x x . 














30. Перамножыўшы адпаведныя шэрагі, раскласці функцыю ў 
шэраг Маклорэна і вызначыць збежнасць атрыманага шэрагу: 
а) 2ln 1 x ;     б) 
2
arctgx . 
31. Знайсці першыя тры (адрозныя ад нуля) складнікі шэрагу 
Маклорэна дадзенай функцыі: 
а) 
2cos2 x ;      б) ln
4





 у шэраг па ступенях 2x . 
33. Раскласці xe  у шэраг па ступенях 2x . 
34. Раскласці x  у шэраг па ступенях 4x . 




















§ 8. Дастасаванні шэрагаў 
1. Прымяненне шэрагаў да вылічэння лімітаў, 
вытворных і інтэгралаў 
Пры вылічэнні лімітаў дробаў, лічнікі і назоўнікі якіх імкнуцца да 
нуля, выкарыстоўваюцца разнастайныя прыѐмы: выкарыстоўваюць 
таблічныя формулы, эквівалентныя бясконца малыя і правіла 
Лапіталя. Існуе яшчэ вельмі эфектыўны спосаб вылічэння лімітаў 
стасункаў, які заснаваны на выкарыстанні ступеневых шэрагаў. 
Гэты метад заключаецца ў наступным. Лічнік і назоўнік дробу 
раскладаюць у ступеневыя шэрагі (па ступенях адной і той жа 
рознасці x a ) Пасля гэтага ажыццяўляюць неабходныя скарачэнні, 
пасля чаго нявызначанасць звычайна знікае. 














2 sin 2sin 2sin cos cos
cos
2sin sin 2 cos
.
cos
tgx x x x x x x x
x x x
x x x x
x x
. 
Запішам расклады атрыманых функцый у ступеневыя шэрагі у 





x x , 
3 3 5 5 7 72 2 2
sin 2 2 ...
3! 5! 7!
x x x





x   . 
Падставіўшы атрыманыя расклады ў дадзены выраз, атрымаем: 
3 3
5 50 0







2 sin 2sin sin2 cos
lim lim
cos
2 2 2 8 32 128
2 ... 2 ... ...











tgx x x x x x x
x x x





































2 sin 2sin sin2 cos
lim lim
cos
2 2 2 8 32 128
2 ... 2 ... ...
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x x x



















Пры дапамозе шэрагаў Тэйлара можна знаходзіць лікавыя 
значэнні вытворных любога парадку ад дадзенай функцыі. У 
прыватнасці, каб знайсці ( ) ( )nf a , неабходна раскласці функцыю 
( )f x  у шэраг Тэйлара па ступенях x a , а затым паводле формулы 
( ) ( ) !n nf a c n  вылічыць патрэбную вытворную (адзначаная формула 
атрымліваецца з агульнага выразу 







 для каэфіцыентаў 
шэрагу Тэйлара. 




f x e  у пункце 0x . 
Рашэнне. Раскладзѐм дадзеную функцыю ў шэраг Тэйлара па 
ступенях x : 
2
2 3 4 5
2 2 2 2
2
2
2 4 6 8 10
2 3 4 5
2 2 2 221 ...
1! 2! 3! 4! 5!
1 ... .
2 1! 2 2! 2 3! 2 4! 2 5!
x
x x x xx
e
x x x x x
 
Паколькі (10)
10(0) 10!f c , то  
(10)
5 5
10! 6 7 8 9 10
(0) 3 5 7 9 945
2 5! 2
f . 
Тэорыю шэрагаў можна выкарыстоўваць і пры інтэграванні 
















f x dx , дзе 1 2a x x b , часта 
таксама лѐгка выяўляецца ў выглядзе збежнага шэрагу. 









Рашэнне. Знойдзем расклад падынтэгральнай функцыі у шэраг 
















 цалкам належыць інтэрвалу збежнасці 
атрыманага шэрагу, таму шэраг на ім збягаецца раўнамерна, а 
значыць, яго можна паскладова інтэграваць на гэтым адрэзку. 
Выканаўшы інтэграванне, атрымаем 
1 1 1
1 12 2 2
1 1
2 2
11 1 11 1
44 4
ln(1 ) ( 1) 2 1
( 1) ( 1)
4






x n n n
. 
Такім чынам, сума знойдзенага шэрагу дае дакладнае значэнне 
зыходнага інтэграла. 
2. Інтэграванне дыферэнцыяльных раўнанняў 
пры дапамозе ступеневых шэрагаў 
Інтэграванне многіх дыферэнцыяльных раўнанняў не прыводзіць 
да квадратураў, а іх рашэнні не выражаюцца праз элементарныя 
функцыі. 
Калі праінтэграваць дыферэнцыяльнае раўнанне пры дапамозе 
элементарных функцый нельга, то яго рашэнне ў некаторых выпадках 















Нявызначаныя каэфіцыенты nc  ( 0,1,2,...n ) знаходзяць шляхам 
падстаноўкі шэрагу (1) у раўнанне і параўнання каэфіцыентаў пры 
аднолькавых ступенях 0x x  у левай і правай частках атрыманай 
роўнасці. У выніку, гэтыя роўнасці разам з пачатковымі умовамі 
утвараюць сістэму, з якой 0 1 2, , ,...c c c паслядоўна вызначаюцца. Як 
правіла, гэты працэс спыняюць на якім-небудзь кроку і атрымліваюць 
тым самым набліжанае рашэнне 
2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( )
n
ny c c x x c x x c x x . 
Можна таксама шукаць рашэнне раўнання 
' ,y f x y , дзе 0 0y x y ,    (2) 









y x x x
n
,     (3) 
дзе 0 0y x y , 0 0 0' ,y x f x y , і далейшыя вытворныя 
( )
0
ny x  
2,3,...n  паслядоўна знаходзяцца пры дапамозе дыферэнцавання 
раўнання (2) і падстаноўкі замест x  ліку 0x . 
Прыклад 4. Знайсці рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання 
'y y       (4) 
пры пачатковай умове 0 1y . 
Рашэнне. Рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання (4) шукаем у 
выглядзе шэрагу 
2 3
0 1 2 3 ...y c c x c x c x . 
З пачатковай умовы вынікае 
0 0 1c y . 
Падстаноўка ў дадзенае дыферэнцыяльнае раўнанне дае 
2 2
0 1 2 1 2 3... 2 3 ...c c x c x c c x c x . 
Параўноваючы каэфіцыенты пры аднолькавых ступенях x  у 



































x c n c
     (5) 
У выніку рашэння сістэмы (5) будзем мець: 
1 2 3
1 1 1
1, , ,..., ,...
1 2 1 2 3 1 2 3 ...







xx xy x e . 
Адзначым, што у большасці выпадкаў рашэнне дыферэнцы-
яльнага раўнання атрымліваецца у выглядзе шэрагу, сума якога не 
з’яўляецца элементарнай функцыяй. 
Прыклад 5. Знайсці рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання 
'y x y ; 0 0 1y y .     (6) 
Рашэнне. Мяркуем 
2 3




y y y x x x . 
Маем 0 1y , ' 0 0 1 1y . Прадыферэнцаваўшы абедзве 
часткі раўнання (6), паслядоўна знаходзім 
'' 1 ', '' 0 1 1 2, ''' '', ''' 0 2y y y y y y  і г. д. 




y x x x . 
Для разглядаемага прыкладу знойдзенае рашэнне можна запісаць 
у канечным выглядзе 










3. Набліжаныя вылічэнні пры дапамозе 
шэрагаў 
Шэрагі ўяўляюць сабой апарат, зручны для набліжаных 
вылічэнняў. Разгледзім некалькі прыкладаў набліжаных вылічэнняў 
пры дапамозе шэрагаў. 
Прыклад 6. Вылічыць 3 130  з дакладнасцю да 0,0001. 
Рашэнне. Скарыстаем біномны шэраг: 
2
1 1 ... 1
1 1 ... ...
2! !
m n
m m m m m n
x mx x x
n
, 
які, як вядома, збягаецца пры 1 1x . 













1 1 1 1 1
1 1 2
1 3 3 3 3 3
1 1 ...
3 2! 3!
x x x x  
2 3 4
2 3 4
1 1 2 1 2 5 1 2 5 8
1 ...
3 3 2! 3 3! 3 4!
x x x x    . 
Калі замест x  падставіць лік 
1
25
, атрымаем лікавы шэраг: 
1
3
2 2 4 3 6 4 8
1 1 1 2 1 2 5 1 2 5 8
1 1 ...
25 3 5 3 2! 5 3 3! 5 3 4! 5
. 
Мы маем знакачаргавальны шэраг, які задавальняе прымеце 
Лейбніца. Таму калі возьмем у якасці набліжанага значэння сумы 
гэтага шэрагу суму n  першых яго складнікаў, то будзем мець 
абсалютную хібнасць, меншую чым першы адкідваемы складнік. 
Паколькі мы павінны вылічыць значэнне кораня з дакладнасцю да 
0,0001, то для падліку трэба ўзяць першыя тры складнікі шэрагу. 











5 1 2 5 1 2 1
0,0001
3 3! 5 27 1 2 3 5 81 625
. 
Ажыццяўляем вылічэнні (множым кожны складнік шэрагу на 5): 
5,00000 0,06667 0,00089 5,06578 . 
Такім чынам, 3 130 5,0658  (з дакладнасцю да 0,0001). 
Прыклад 7. З дакладнасцю да 0,00001 вылічыць sin1. 
Рашэнне. У формуле 
3 5 7 9 2 1
1
sin ... 1 ...
3! 5! 7! 9! 2 1 !
n




мяркуем 1x . Тады 
1 1 1 1 1 1 1 1
sin1 1 ... 1 ...
3! 5! 7! 9! 6 120 5040 362880
  . 
Атрыманы шэраг з’яўляецца шэрагам Лейбніца. Таму хібнасць 
пры замене яго сумы сумай першых n  складнікаў не перавысіць 





(<0,00001), дастаткова ўзяць суму першых чатырох складнікаў, каб 











xe dx . 














. x . 

























2 1 3 5
0
1 1 1 1 1
....





Атрыманы лікавы шэраг ѐсць шэраг Лейбніца. Хібнасць , якая 
атрымліваецца пры адкідванні ўсіх складнікаў, пачынаючы з трэцяга, 
















xe dx . 










x x xe x
n
  . 






x x x x xxe x x x
n
   . 
Складнікі атрыманага функцыйнага шэрагу не перавышаюць 
адпаведных складнікаў лікавага шэрагу 
2
... ... , 0
2! !
na a a a
a a a a
n
, 
які збягаецца (у гэтым лѐгка пераканацца, скарыстаўшы прымету 
Даламбера). Значыць, згодна з прыметай Вейерштраса, функцыйны 
шэраг збягаецца раўнамерна пры 0 x . 
З раўнамернай збежнасці функцыйнага шэрагу вынікае, што яго 




















2 3 1 9
0
3 5 7 2 3
2 2 2 2
... ...
3 5 2! 7 !(2 3)
2 2 2 2
... ... .
3 3 5 3 2! 7 3 !(2 3)3
n
n




Высветлім, колькі складнікаў лікавага шэрагу неабходна ўзяць 
для вылічэння інтэграла з дакладнасцю да 0,001. 
Для гэтага ацэнім астачу шэрагу пасля n -га складніка: 
2 3 2 5
2 3 2 2 4




!(2 3)3 ( 1)!(2 5)3
2 1 1
1 ...
!(2 3) 3 3 3
2 1 2
.







n n n n
n n n n
n n n n n
n
 
Відавочна, што для вылічэння інтэграла з дакладнасцю да 0,001 







Здзейсніўшы вылічэнні з дакладнасцю да 001,0  будзем мець: 





0,026xx e dx  з дакладнасцю да 001,0 . 
Прыклад 10. Карыстаючыся формулай  
3
1 1
ln( 1) ln 2 ...




знайсці ln 2  з дакладнасцю да 510 . 
Рашэнне. Пакажам спачатку, як атрымана гэта формула. Калі 




























, атрымаем адзначаную формулу. 
Знойдзем цяпер адпаведны лік k  складнікаў апошняга шэрагу для 
вылічэння значэння 2ln . З гэтай мэтай ацэнім астачу kR  гэтага 
шэрагу. Маем 









k k k x
. 




x n , то 510kR  пачынаючы з 
5k . 
Такім чынам, 
1 1 1 1 1
ln 2 2 0,69314






















ln 1 ln 1
lim
1xx
x x x x
x e


























Карыстаючыся раскладам дадзенай функцыі ў шэраг Маклорэна, 










   10. 
(5)3 8 ; (0) ?x f  
8. 










9. 4 (9)ln 1 ; (0) ?
2
x
x f   12. 3 2 3 (8)ln 1 ; (0) ?x x x x f  



























 з’яўляецца рашэннем 
дыферэнцыяльнага раўнання 0xy y y . 








 з’яўляецца рашэннем 
дыферэнцыяльнага раўнання ( 1)xy y x . 
16. Знайсці пяць першых складнікаў раскладу рашэння 
дыферэнцыяльнага раўнання 2( ) ; (1) 1, (1) 0y y xy y y . 
17. Знайсці рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання 2 3y y x  





18. Знайсці ў выглядзе ступеневага шэрагу рашэнне 
дыферэнцыяльнага раўнання 0y xy  пры пачатковых 
умовах: (0) 1, (0) 0y y . 
19. Знайсці ў выглядзе ступеневага шэрагу рашэнне 
дыферэнцыяльнага раўнання 2 1y y x , якое задавальняе 
пачатковай умове: 2y  пры 1x . 
20. Знайсці агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага раўнання 
y y  у выглядзе ступеневага шэрагу. 
21. Знайсці ў выглядзе ступеневага шэрагу рашэнне 
дыферэнцыяльнага раўнання 2 xy y y e , якое задавальняе 
пачатковым умовам (0) 0, (0) 1y y . 
22. Знайсці шэсць першых складнікаў раскладу ў шэраг рашэння 
раўнання siny x y , якое задавальняе ўмовам: (1) 0, (1)
2



















x x xe , 
каб знайсці лік e  з дакладнасцю да 0,0001? 
25. Вылічыць 5 250  з дакладнасцю да 0,001. 
26. Вылічыць sin18  з дакладнасцю да 0,001. 
27. Вылічыць ln1,2  з дакладнасцю да 0,0001 . 
28. Вылічыць ln3  з дакладнасцю да 0,0001 . 
29. Вылічыць 17  з дакладнасцю да 0,0001 . 
30. Вылічыць 3 60  з дакладнасцю да 0,001. 








; в) 3 68 . 
32. Пры дапамозе шэрагу Маклорэна для ( )f x  вылічыць інтэграл 
1
0











































§ 1. Лікавы шэраг і яго сума. Уласцівасці збежных шэрагаў 
1. а) 
3 9 19 33
...
3 5 9 17















1 3 1 3
...
5 8 13 20
;     е) 
1 1 1 1
...
3 4 35 16
   . 
2. а) 
1 1 1 1 1
...
3 15 35 63 99
;   б) 
1 2 3 4
...
32 64 128 256
; 
в) 
4 1 4 1
1 ...
3 2 5 3






























































































1 4 7 ... (3 4)
( 1)







1 4 7 ... (3 3 2)
( 1)








1 4 7 ... (3 2)
( 1)












1 4 7 ... (3 2)
( 1)



















































7. 1S .   8. 
3
4
S .   9. 
1
2




12. 0,25S .  13. 0,25S . 14. 
1
15
S .  15. 
1
3







S .  18. 
1
12








S . 23. 2sin
2























. Калі 1q  то шэраг разбягаецца. 
 
§ 2. Дадатныя шэрагі 
1. Шэраг збежны. 2. Шэраг збежны.    3. Шэраг збежны. 
4. Шэраг разбежны. 5. Шэраг збежны.    6. Шэраг збежны.   
7. Шэраг збежны. 8. Шэраг збежны.    9. Шэраг збежны.  
10. Шэраг збежны. 11. Шэраг разбежны.    12. Шэраг разбежны.  
13. Шэраг збежны. 14. Шэраг збежны.    15. Шэраг збежны.  
16. Шэраг збежны. 17. Шэраг разбежны.    18. Шэраг збежны.   
19. Шэраг збежны. 20. Шэраг збежны.    21. Шэраг збежны.  
22. Шэраг разбежны. 23. Шэраг збежны.    24. Шэраг разбежны. 
25. Шэраг збежны. 26. Шэраг разбежны.    27. Шэраг разбежны. 
28. Шэраг разбежны. 29. Шэраг збежны.    30. Шэраг збежны.   
31. Шэраг разбежны. 32. Шэраг разбежны.    33. Шэраг разбежны.  
34. Шэраг збежны. 35. Шэраг збежны.    36. Шэраг збежны.  
37. Шэраг збежны. 38. Шэраг збежны.    39. Шэраг збежны.  
40. Шэраг збежны. 41. Шэраг збежны.    42. Шэраг збежны.  
43. Шэраг разбежны. 44. Шэраг збежны.    45. Шэраг збежны.  
46. Шэраг збежны. 47. Шэраг збежны.    48. Шэраг збежны.  
49. Шэраг збежны. 50. Шэраг збежны.    51. Шэраг збежны.  
52. Шэраг разбежны. 53. Шэраг збежны.    54. Шэраг збежны.  
55. Шэраг збежны. 56. Шэраг збежны.    57. Шэраг разбежны.  
58. Шэраг разбежны. 59. Шэраг збежны.    60. Шэраг збежны.  
61. Шэраг збежны. 62. Шэраг разбежны.    63. Шэраг разбежны.  











§ 3. Знакачаргавальныя шэрагі. Абсалютна і ўмоўна збежныя шэрагі 
1. Збягаецца абсалютна. 2. Разбягаецца. 3. Збягаецца абсалютна.  
4. Збягаецца ўмоўна. 5. Збягаецца ўмоўна. 6. Збягаецца ўмоўна. 
7. Збягаецца ўмоўна.  8. Збягаецца абсалютна.   9. Збягаецца  
абсалютна. 10. Разбягаецца. 11. Разбягаецца. 12. Збягаецца абсалютна. 
13.  Збягаецца ўмоўна. 14. Збягаецца ўмоўна. 15.  Збягаецца абсалютна.  
16. Збягаецца абсалютна. 17. Разбягаецца. 18. Разбягаецца. 19. Збягаецца 
абсалютна. 20. Разбягаецца. 21. Збягаецца ўмоўна. 22. Збягаецца ўмоўна.  
23. Збягаецца абсалютна. 24. Збягаецца абсалютна. 25. Збягаецца ўмоўна.  
26. Разбягаецца. 27. Збягаецца абсалютна. 28. Разбягаецца. 30. а) Збягаецца 
ўмоўна; б) збягаецца абсалютна; в) збягаецца ўмоўна; г) збягаецца ўмоўна. 
31. 7 складнікаў. 32. а) 0,31;  б) 0,62.  
 
§ 4. Функцыйны шэраг і абсяг яго збежнасці 
1. ( 2; 2) ( 2;2) . 2. ( 1;1) . 3. 0x . 4. Збягаецца абсалютна пры 0x .  
5. 3, 1x x . 6. Збягаецца абсалютна для 1x . 7. 1x  і 1x ; для 1x  
збягаецца абсалютна, а пры 1x  – умоўна. 8. 1x  і 1x ; у пункце 1x  
збежнасць ўмоўная. 9. ( ; 1) ( 1;1) (1; ) . 10. Пры любым x . 11. 2 2x . 
12. Пры любым x . 13. Збягаецца абсалютна на адрэзках ,
4
x k k Z .  
14. Збягаецца абсалютна пры 
1 7
2 2
x . 15. Збягаецца абсалютна пры 3x . 16. 
Збягаецца абсалютна пры ўсіх x R . 18. Збягаецца абсалютна пры x . 
 
§ 5. Раўнамерная збежнасць функцыйных шэрагаў 
3. 1) Збягаецца нераўнамерна; 2) збягаецца раўнамерна; 3) збягаецца раўнамерна; 
4) збягаецца раўнамерна; 5) збягаецца нераўнамерна. 




x n . 
 
§ 6. Ступеневыя шэрагі 
1. ( 4; 2) . 2. ( 2;8] . 3. ( 2;4) . 4. ( 9; 5] . 5. [1;3] . 6. (4;6) . 7. ( 7; 5] . 8. [3;9) . 
9. ( 7; 3) . 10. [5;9] . 11. [0;4) . 12. [1;3] . 13. ( 8; 2) . 14. ]3;1[ . 15. ( 9; 3] . 



























































§ 7. Раскладанне функцый у ступеневыя шэрагі 
1. 
1










2 2 2 1
1 1
1 1
cos ( 1) sin ( 1)






; x . 
3. Шэраг Тэйлара для функцыі ( )x  у наваколлі пункта 0x  мае выгляд 
20 0 0 ... 0 ...nx x x  























































































































15. 1 ( 1)
0
1














16. ( 1) ( 1)
0
2 3 ; 2n n n
n

























































21. 2 1 2 1
0
( 1)





















23. 3 3 1
1
1 2 ( 2 ); 1n n
n



















( 1) ; 1












( 1) (2 3)!!
ln 2 ; 2









3 5 2 11 1 3 1 3 5 ... (2 1)
... ...; 1
2 3 2 4 5 2 4 6 ... 2 2 1





























































31. а) 2 2 4
2
2 (2ln2) (ln 2 ln2) ...
3
































4 (2 3)!! ( 4)














sin 1 ( 2) ( 2) ... ( 1) ( 2) ...,
























































































16. 2 3 4
1 1 1
1 ( 1) ( 1) ( 1) ...
2 6 8











1 432 xxxxy . 
18. 
3 6 3
1 ... ( 1) ...




  . 
19.
2
2 39 9 2 9 22 4( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ...
2! 3! !
n













2 4 6 2
0
3 5 7 2 1
1
1
1 ... ( 1) ...
2! 4! 6! (2 )!
... ( 1) ... ,





x x x x
y c
k





0 1,c c  – адвольныя канстанты. 




y x x x x x . 
22. 2 3 4 5
1 1 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...
2 2 6 24 20












25. 3,017 . 26. 0,309 . 27. 0,1823 . 28. 1,0986 . 29. 4,1230 . 30. 3,915 . 31. а) 0,304 ; 
б) 0,340 ; в) 4,082 . 32. а) 0,946 ;б) 0,905 ; в) 0,927 . 33. а) 2,835 ;б) 0,384 . 
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Друк Riso. Ум. друк. арк. 6,74. Ул.-выд. арк. 7,30. Тыраж 100 экз. Заказ 
 
Выдавец і паліграфічнае выкананне: 
Установа адукацыі «Беларускі дзяржаўны педагагічны універсітэт імя Максіма Танка». 
ЛИ № 02330/0494368 от 16.03.09. 
ЛП № 02330/0494171 от 03.04.09. 
220050, Мінск, Савецкая, 18. 
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